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Abstrak

Penelitian ini bertujuan untuk menyelidiki hubungan antara barisan Fibonacci
dan Lucas, dan membuktikan identitas-identitas barisan Fibonacci dan Lucas. Barisan
Fibonacci dan Lucas merupakan barisan rekursif yang mempunyai aturan yang sama
namun memiliki nilai awal yang berbeda. Dalam penelitian ini, akan dibahas beberapa
identitas yang melibatkan kedua barisan tersebut, serta satu identitas yang berkaitan
dengan segitiga Pascal.

Kata kunci : Barisan Fibonacci, barisan Lucas, relasi, idetitas barisan.
Abstract

This study aims to investigate the relations between the Fibonacci dan Lucas
sequences and prove the identities of the Fibonacci and Lucas sequences. Fibonacci
and Lucas sequences are recursive sequences with the same rules but have different
initial values. In this paper some identities involving those two sequences will be
discussed, including one identity that relates with the Pascal triangle.

Keywords : Fibonacci sequence, Lucas sequence, relations, sequence identity.
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Pendahuluan

Sejak tahun 2009, terdapat materi
baru untuk seleksi masuk perguruan
tinggi negeri, yaitu TPA (Tes Potensi
Akademik). Salah satu jenis soal pada
TPA adalah

bertujuan untuk mengukur kemampuan

tes angka. Tes angka

angka  dalam  kaitannya  dengan

kemampuan berpikir secara terstruktur
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dan logis matematis (Tim Grad 2010).
Pada tes angka ini, sering dijumpai soal-
soal yang erat kaitannya dengan pola
bilangan, barisan maupun deret.

Barisan merupakan fungsi yang
didefinisikan pada himpunan bilangan
asli N = {1,2,3, ...} yang daerah hasilnya
termuat dalam himpunan bilangan Riil R
(Bartle dan Sherbert 2011).
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Misalkan X0y X1, X2y eeey Xppy en
dinotasikan sebagai barisan bilangan. x,,
disebut juga sebagai bentuk umum dari
barisan (Brualdi 2009).
Barisan dapat dinyatakan
setidaknya dalam tiga cara. Pertama,
memberikan

didefinisikan dengan

formula umum (rumusan eksplisit) unsur

ke-n. Sebagai contoh, Xp =

Sir

mendefinisikan barisan di mana unsur ke-
n adalah % Kedua, didefinisikan dengan

memberikan relasi  rekursif

Xn+1 =

f(xp, xp—1, .., x1). Misalnya, diberikan
. 2

suatu barisan x,,; = = dengan x; = 1.
n

Dalam menyatakan barisan dengan relasi
rekursi  perlu diberikan nilai awal

(xo atau x;) agar barisan terdefinisi

tunggal. Ketiga, barisan dapat
didefinisikan dengan memberikan daftar
parsialnya (x,) = x4, X5, ..., X, (Neswan
2018).

Ada dua macam barisan yang
cukup dikenal yaitu barisan aritmetika
dan barisan geometri. Barisan aritmetika
memiliki sifat yaitu setiap suku memiliki
selisih  yang sama dengan suku
sebelumnya. Sedangkan suku-suku pada
barisan geometri memiliki kelipatan yang
sama dari suku sebelumnya. Selain itu
terdapat suatu barisan yang memiliki
keunikan lain yaitu barisan Fibonacci dan

barisan Lucas (Brualdi 2009).
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Fibonacci adalah seorang
matematikawan asal Italia yang hidup
pada abad 12. Latar belakang munculnya
barisan  Fibonacci  adalah  untuk
menggambarkan pertumbuhan sepasang
Misalkan
pertumbuhan jumlah kelinci mengikuti

berikut:

kelinci selama  setahun.

keadaan sebagai Sepasang
kelinci (satu betina dan satu jantan)
menjadi dewasa dalam waktu dua bulan,
dan setiap bulan berikutnya berturut-turut
melahirkan sepasang anak kelinci, jantan
dan betina. Bila tidak ada kelinci yang
mati,  bagaimanakah  perkembangan
jumlah pasangan kelinci itu pada setiap
awal bulan?

Pada bulan pertama dan kedua
terdapat satu pasang kelinci. Pada bulan
ketiga bertambah satu menjadi tiga
pasang kelinci. Pada bulan keempat, dua
melahirkan

pasang kelinci sehingga

menjadi lima pasang kelinci, dan
seterusnya. Banyaknya pasangan kelinci
setiap awal bulan berturut-turut terlihat
pada barisan di bawah ini :
1,1,2,3,5,8,13, 21. ...
Barisan di atas disebut barisan Fibonacci.
Fibonacci sendiri tidak banyak
menyelidiki  lebih  lanjut  mengenai
masalah yang ia kemukakan tersebut. la
pun tidak memberikan nama barisannya
sebagai barisan Fibonacci. Nama barisan
Fibonacci baru muncul pada abad ke-19

yang diperkenalkan oleh matematikawan
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asal Perancis yang bernama Lucas. Lucas
mengembangkan suatu barisan yang
mempunyai  sifat  seperti  barisan
Fibonacci yang kemudian disebut barisan
Lucas, yaitu sebagai berikut :
2,1,3,4,7,11, 18, ....

Barisan Fibonacci dan Lucas
merupakan barisan yang didefinisikan
secara relasi rekursif vyaitu x,,, =
Xns1 + x,m € N. Misal E,, L, masing-
masing menyatakan rumus umum untuk
barisan Fibonacci dan Lucas, nilai awal
untuk barisan Fibonacci adalah F, =
1,F;, = 1dan nilai awal untuk barisan
Lucas adalah L, =2,L; = 1.Untuk
menentukan suku ke-n dari barisan
Fibonacci dan Lucas dapat menggunakan
formula Binet. Formula Binet untuk
barisan Fibonacci diberikan sebagai
berikut:

a — ﬂn
F, = .n=1223,..
a—p
145

dengan «a = S dan B = %g Dari
formula Binet di atas diperoleh F, =
1,F, = 1,F, = 1 dan seterusnya.
Sedangkan formula Binet untuk barisan
Lucas dinyatakan sebagai:

L,=a™+ " n=123,..
dengan L, =2,L, =1,L, =3 dan
seterusnya. (Datta dan Mahajan 2014).

Tujuan dari penelitian ini adalah
menyelidiki  hubungan (relasi) dari

barisan Fibonacci dan Lucas, serta
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mengidentifikasi identitas-identitas

barisan Fibonacci dan Lucas.

Metode Penelitian

Metode yang digunakan pada
penelitian ini adalah kajian literatur,
seperti  buku-buku penunjang, internet
dan jurnal yang berhubungan dengan
barisan Fibonacci dan Lucas. Adapun
langkah-langkah yang dilakukan dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengumpulkan dan mempelajari
pustaka-pustaka yang berkaitan
dengan penelitian.

2. Mencari dan menemukan relasi
(hubungan) antara barisan
Fibonacci dan Lucas.

3. Menentukan dan membuktikan
identitas dari barisan Fibonacci

dan Lucas.

Untuk  membuktikan identitas
barisan Fibonacci dan Lucas digunakan
beberapa metode vyaitu pembuktian
langsung dan Induksi Matematika. Pada
pembuktian  langsung,  diasumsikan
hipotesa benar, selanjutnya dengan
langkah-langkah  yang logis maka
kesimpulan dapat diperoleh. Pada Prinsip
Induksi Matematika, diberikan P(n)
merupakan pernyataan mengenai
bilangan asli n. Misal, (a) P(1) benar

dan (b) untuk tiap k € N, jika P (k) benar
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maka P(k + 1) benar. Dapat disimpulkan
bahwa P(n) benar untuk setiap n € N
(Neswan 2018).

Langkah-langkah penelitian ini
dapat digambarkan dalam diagram alir

sebagai berikut.

Studi

Menentukan relasi antara barisan
Fibonacci dan L ucas

Membuktikan identitas barisan

Diperoleh identitas barisan
Fibonacci dan Lucas

Gambar 1. Diagram Alir Penelitian
Hasil Dan Pembahasan

Barisan Fibonacci dan Lucas
mempunyai kesamaan yaitu suku ke — n
dari barisan tersebut didapat dengan

menjumlahkan tepat dua  suku
sebelumnya. Perbedaannya terletak dari
nilai awal masing — masing barisan.
Kesamaan yang dimiliki dapat menjadi

salah satu sebab adanya hubungan dari
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kedua  barisan  tersebut  sehingga

membentuk suatu identitas.

Perhatikan tabel berikut sebagai
gambaran untuk melihat relasi pertama

antara barisan Fibonacci dan Lucas.

Tabel 1. Identitas Barisan Fibonacci dan

Lucas Pertama

n 012(3|4|5 |6 |7 8 9
Fn {0 21]2(3|5 |8 [13 |21 |34
Ln 12013(4[7|11 |18 |29 |47 |76

Dari

Fibonacci dan Lucas di atas, dengan pola

sembilan suku pertama barisan

yang terbentuk tampak ada hubungan
antara kedua barisan tersebut, yaitu:

Teorema 1.
Untuk barisan Fibonacci (F,) dan Lucas
(Ly) diperoleh hubungan:

Fpoi+Fpp1 =1Ly, ;n>1

Bukti Dengan menerapkan formula
Binet untuk barisan Fibonacci dan Lucas,
diperoleh:
an—l _ ﬁn—l
Fo 1 +F = ——+
n-1 n+1 a— ﬁ
an+1 _ ﬁn+1
a—=p
_aMa+a™)
a—=p
B +BH)
a—p
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-1 -1
Karena &%) — 1 dan D _ 4
a—p a—-p
diperoleh:
Fpoit+Fppr = a"+p" =1L,

Tabel 2. Identitas Barisan Fibonacci dan
Lucas Kedua

n |0(1(2|3|4|5 |6 |7

Fn0|1/1(2|3|5 |8 |13

Ln|2 (1|3 [4|7|11|18]|29

Perhatikan kolom-kolom dengan warna
yang sama. Secara umum akan berlaku
relasi barisan Fibonacci dan Lucas

berikut.

Teorema 2.
Untuk barisan Fibonacci (F,) dan Lucas
(Ly) diperoleh hubungan:

Foyz = Fpp = Lp;n 22

Bukti : Dengan menerapkan formula
Binet untuk barisan Fibonacci dan Lucas,

diperoleh:
an+2_ﬁn+2 a‘n—Z_ﬁ‘n—Z
an(az_a—z) _
= —
B™(B*-B*)
a—p
2_ 2 2_p-2
Karena & "% — 1 dan £ _ 4
a-p a-p
diperoleh:
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FooitFopn = a"+B" =1L, s

Tabel 3. Identitas Barisan Fibonacci dan

Lucas Ketiga

n [o[1[2]3[4]5 [6 [7 [8 [9
Fn 1112 3]5 13 [ 21 | 34
Ln 213.7 11 [ 18 [ 29 [ 47 | 76

Dari beberapa contoh suku-suku pada
barisan Fibonacci dan Lucas di atas, akan
diperoleh relasi barisan Fibonacci dan
Lucas berikut ini.

Foiz+ F,_3=2L,;;n>3

Teorema 3.
Untuk barisan Fibonacci (F,) dan Lucas
(Ly) diperoleh hubungan:

Fpys+ Fp3=2L,;;n>3

Bukti : Dalam membuktikan Teorema 3
juga menggunakan Formula  Binet

sebagai berikut.

n+3_ pn+3 n-3_pn-3
a B a B

Fpys+ Fuz =

a-B + a-B

a™(a3+a~3) _
a-p

B™M(B3+B73)
a-p

(@3+a™®) _ B3+B73 _
BT = 2 dan g = 2

maka diperoleh:

Karena

Fpys+ Fpz =2a™+ 2" =2L,.
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Selain tiga relasi di atas, berikut
diberikan teorema yang menyatakan

relasi antara barisan Fibonacci dan Lucas.

Teorema 4. Untuk setiap bilangan asli n,
diperoleh relasi barisan Fibonacci dan

Lucas berikut.

FyxL, = Fpp;n>1

Bukti :
anLn=<aa:§)(an+ﬁn)
3 aZn_IBZn

- (=) = an

Teorema 5. Untuk setiap bilangan asli n
dengan n > 2 diperoleh relasi barisan

Fibonacci dan Lucas berikut.
an = L20 X L21 X L22 X - X LG—l;
n > 1, n bilangan Asli.

Bukti : Dalam membuktikan teorema 5 di
atas menggunakan metode pembuktian

dengan Prinsip Induksi Matematika.

a) Misal, P(n) menyatakan bahwa F,n =
Lyo X Ly X Lyz X ... X Lyn-1 untuk
n=1.

b) Basis induksi. Jelas bahwa P(1)
benar. Dengan kata lain F, = L,

¢) Langkah induksi. Anggap bahwa P (k)

benar. Dengan kata lain, F,x =

Beberapa... (Mira)

P-ISSN: 2088-687X / E-ISSN: 2656-7040

Lyo X Lyt X Ly2 X ... X Lyk-1
dianggap pernyataan yang benar.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
P(k + 1) benar.

Fokrr = F, ok
Berdasarkan Teorema 4, diperoleh:
Fokr1 = F, o = ForLyk

© F2k+1 =Lyo XL,1 XLy2X ... X sz_1

X Lk

Barisan Fibonacci pada Segitiga Pascal

Segitiga Pascal dapat dituliskan

dengan formula:

n! n
or = n—nr)r - (r)

dengan a,, menyatakan entri pada baris
ke-n dan kolom ke-k, serta (T)
merupakan koefisien binomial. Entri
a00=(8)=1 menyatakan entri pada

baris teratas.

Formula Pascal menujukkan bahwa setiap
baris  berikutnya  didapat  dengan
menambahkan dua entri diagonal di

atasnya.

Dari Gambar 2 dan 3, diperoleh
hubungan bahwa penjumlahan angka
pada tiap diagonal di segitiga Pascal akan

menghasilkan barisan Fibonacci, dan
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dapat dinyatakan dengan formula sebagai
berikut.

Teorema 6.

2]

n—k
Z( . )=Fn+1;n=0,1,2,...

k=0

n menyatakan bilangan bulat non-negatif,
EJ menyatakan bilangan bulat terbesar

yang nilainya lebih kecil atau sama

dengan g

Formula di atas dapat dibuktikan dengan

menggunakan Prinsip Induksi
Matematika.
10
I'C-J
1 (1
(o) )= 1
)=t (J)=2 ()
3 3 3 13\
(5)=2 {;) | (5)
(B)=1 )=+ G)=¢ Q)=+ ()
(o) =1 {j (5) :j,l ! (:) (5}
6 (6 6 6 (6
)=t (J=¢ () (4] W (s)=¢ |

Gambar 2. Segitiga Pascal
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Gambar 3. Segitiga Pascal dan Barisan

Fibonacci

Kesimpulan

Kesimpulan dari hasil dan pembahasan di

atas adalah:

1. Terdapat relasi/hubungan antara
barisan Fibonacci dan Lucas.

2. Beberapa relasi dari  barisan
Fibonacci dan Lucas antara lain
sebagai berikut:

a. Fp,+F,,,=L,;n>1

b. Fppo— Fpa=Lp;n=2

C. Fpz+ Fp3=2L,;;n>3

d FxL, = F,p;n>1

€ Fyn =1Ly XLy XLy X ..X%
Lyn-1;n2>1

dengan n  merupakan anggota

bilangan Asli.

3. Barisan Fibonacci dapat ditemukan

juga dalam segitiga Pascal, yaitu

Beberapa... (Mira
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penjumlahan angka pada tiap
diagonal dari segitiga Pascal akan
membentuk  barisan  Fibonacci.

Secara umum dapat ditulis:
n
3]

> ("=

k=0
n=0,12,..

Saran yang dapat disampaikan pada
penelitian ini adalah untuk penelitian
selanjutnya, tidak menutup kemungkinan
masih banyaknya relasi yang akan
didapatkan antara barisan Fibonacci dan
Lucas. Untuk membuktikan relasi-relasi
tersebut  dapat digunakan  metode

pembuktian  langsung, kontradiksi,
maupun dengan menggunakan Prinsip

Induksi Matematika.
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